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Chương 1. Mở đầu

Đối tượng nghiên cứu chính của luận án là các lớp vành được trang

bị phép đối hợp. Cụ thể, chúng tôi xem xét tập hợp các phần tử đối

xứng thoả tính chất nào đó thì có ảnh hưởng như thế nào đến cấu trúc

của vành.

Cho R là một vành có tâm Z(R). Một phép đối hợp trên R là một

ánh xạ ⋆ : R → R, x 7→ x⋆, thoả các điều kiện (x+y)⋆ = x⋆+y⋆, (x⋆)⋆ =

x và (xy)⋆ = y⋆x⋆ với mọi x, y ∈ R. Nếu x⋆ = x với mọi x ∈ Z(R) thì

ta nói ⋆ là phép đối hợp loại 1 ; ngược lại, phép đối hợp ⋆ được gọi là

phép đối hợp loại 2. Trong toàn bộ luận án, chúng tôi luôn giả sử rằng

⋆ là phép đối hợp loại 1.

Với mỗi phần tử x ∈ R, nếu x⋆ = x thì ta nói rằng x là phần

tử đối xứng. Các phần tử x + x⋆ và xx⋆ lần lượt được gọi là vết và

chuẩn của x. Rõ ràng, vết và chuẩn của x là các phần tử đối xứng. Nếu

x⋆x = 1 = xx⋆ thì ta nói x là một phần tử đơn nhất (unitary element).

Một số tính chất và ứng dụng quan trọng của các phần tử đơn nhất

được trình bày chi tiết trong [14] và [41]. Những kết quả cơ bản của

vành có phép đối hợp có thể tham khảo trong [25].

Trên cơ sở nghiên cứu tập hợp các phần tử đối xứng trong vành

có phép đối hợp, Herstein, Montgomery và Chacron đã nghiên cứu tập

hợp các phần tử đối xứng căn trên tâm trong [10, 24, 27, 38]. Trong

khi đó, Giambruno và một vài tác giả khác đã nghiên cứu vành mà các

phần tử đối xứng của nó thoả một vài điều kiện đại số trong [3, 4, 20].

Cũng liên quan đến chủ đề này, có những nghiên cứu về tác động của

2



tính đại số của tập hợp các phần tử đối xứng trong một F -đại số R có

phép đối hợp (với F là một trường) lên tính đại số của toàn bộ R. Ví

dụ, trong [37], Montgomery chứng minh được rằng mọi phần tử của R

đều là phần tử đại số trên F khi F là trường vô hạn không đếm được

và các phần tử đối xứng của R là đại số trên F . Để minh họa thêm, xin

nhắc lại một kết quả trong [29, Theorem 7], khi Jacobson chứng minh

được rằng nếu D là một vành chia đại số bậc bị chặn trên tâm F của

nó; tức là, nếu tồn tại một số nguyên dương d sao cho [F (a) : F ] < d

với mọi a ∈ D× = D\{0}, thì D là vành chia hữu hạn chiều trên tâm.

Sau Jacobson, người ta quan tâm đến việc đánh giá số chiều [D : F ].

Giả sử K là một trường con bất kì của D không nhất thiết nằm trong

F . Từ việc nghiên cứu tính đại số một phía của D trên K, một vài tác

giả đã đạt được các kết quả giúp đánh giá được số chiều của D trên

F . Chẳng hạn, trong [6, Theorem 1.3], các tác giả chỉ ra rằng nếu D

là vành chia đại số trái bậc bị chặn bởi d trên K thì [D : F ] ≤ d2.

Gần đây, trong [8, Theorem 4.1], các tác giả đã chứng minh được rằng

nếu D là vành chia tâm F , N là một nhóm con chuẩn tắc không nằm

trong F và N đại số bậc bị chặn bởi d trên F thì [D : F ] ≤ d2. Bây

giờ, chúng ta giả sử vành chia D có phép đối hợp ⋆. Thật thú vị khi

biết điều gì sẽ xảy ra nếu ta thay giả thiết đối với N bởi giả thiết N+

là đại số trái bậc bị chặn bởi d trên K. Trong [43, Theorem 3], tác giả

đã chứng minh được rằng nếu F vô hạn và D+ đại số phải bậc bị chặn

bởi d trên một trường con K của D chứa F thì [D : F ] < 4d.

Một câu hỏi tổng quát hơn được đặt ra là nếu một tập con được

xác định bởi phép đối hợp trên vành R (chẳng hạn, tập hợp các phần

tử đối xứng) thoả tính chất nào đó thì nó ảnh hưởng như thế nào tới

cấu trúc vành R?
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Luận án sẽ tập trung trình bày các kết quả liên quan đến câu hỏi

này.

Nội dung chính của luận án được chia làm năm chương. Trong

Chương 1 chúng tôi trình bày tổng quan hướng nghiên cứu của luận

án. Mục đích của chương này là trình bày sơ lược lịch sử nghiên cứu

liên quan và phát biểu các kết quả chính của luận án. Chương 2 nêu

các khái niệm cơ bản và liệt kê một số kết quả mà chúng tôi sẽ sử dụng

trong các chương sau. Mục đích của Chương 2 là tạo điều kiện dễ dàng

cho người đọc theo dõi những trích dẫn của chúng tôi về các kết quả đã

được các tác giả công bố trong nhiều bài báo hoặc sách chuyên khảo

khác nhau. Chương 3 mô tả cấu trúc của các lớp vành có phép đối hợp

khi vết và chuẩn của nhóm con chuẩn tắc thoả một số điều kiện. Ở

Chương 4, luận án trình bày các vấn đề liên quan đến các điều kiện

giao hoán, điều kiện Engel, điều kiện Engel địa phương, điều kiện giao

hoán luỹ thừa, điều kiện giao hoán luỹ thừa địa phương, symplectic, vô

hướng và mối quan hệ giữa chúng trong các lớp vành. Đặc biệt, trong

chương này, chúng tôi mô tả cấu trúc của vành chia khi nó được trang

bị một phép đối hợp symplectic.

Phần Kết luận của luận án nêu tóm tắt các kết quả mà luận án đã

thu được và đề xuất một số hướng nghiên cứu tiếp theo.

Để tiện theo dõi và đối chiếu với luận án, trong quyển tóm tắt này,

chúng tôi đánh số các phát biểu (Định nghĩa, Mệnh đề, Bổ đề, Định

lý, Nhận xét, Hệ quả) giống như trong luận án.
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Chương 2. Kiến thức chuẩn bị

Chúng tôi trình bày các khái niệm liên quan đến các điều kiện giao

hoán, điều kiện Engel, điều kiện Engel địa phương, điều kiện giao hoán

luỹ thừa, điều kiện giao hoán luỹ thừa địa phương, symplectic, vô hướng

và mối quan hệ giữa chúng trong các lớp vành có phép đối hợp. Trong

các định nghĩa dưới đây, R được giả thiết là vành có phép đối hợp ⋆ và

Z(R) là tâm của R.

Định nghĩa 2.3.1. Ta nói ⋆ thoả điều kiện giao hoán (commuting

condition), mà ta kí hiệu là Điều kiện (C1), nếu x⋆x = xx⋆ với mọi

x ∈ R.

Với N là số tự nhiên, ta định nghĩa bằng quy nạp phần tử [x⋆, x]N

như sau:

[x⋆, x]1 := [x⋆, x] = x⋆x−xx⋆; [x⋆, x]N = [x⋆, x, · · · , x] =
[
[x⋆, x]N−1 , x

]
.

Định nghĩa 2.3.2. Ta nói ⋆ thoả điều kiện Engel địa phương (local

Engel condition), mà ta kí hiệu là Điều kiện (C2), nếu với mỗi x ∈ R,

tồn tại một số nguyên dương N phụ thuộc vào x sao cho [x⋆, x]N = 0.

Định nghĩa 2.3.3. Phép đối hợp ⋆ được gọi là thoả điều kiện giao

hoán luỹ thừa địa phương (locally power commuting condition), mà ta

kí hiệu là Điều kiện (C3), nếu mỗi x ∈ R, tồn tại một số nguyên dương

N phụ thuộc vào x sao cho
[
x⋆, xN

]
= 0.

Định nghĩa 2.3.4. Phép đối hợp ⋆ được gọi là phép đối hợp symplectic

nếu nó thỏa Điều kiện (C4): x+ x⋆ ∈ Z(R) với mọi x ∈ R.

Nhận xét 2.3.5. Cho F là một trường và R = M2(F ). Ánh xạ ⋆ : R →
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R cho bởi

a b

c d

⋆

=

 d −b

−c a

 là một phép đối hợp. Rõ ràng, phép

đối hợp này là một phép đối hợp symplectic. Phép đối hợp này còn được

gọi là phép đối hợp symplectic thông thường (ordinary symplectic).

Định nghĩa 2.3.6. Phép đối hợp ⋆ được gọi là phép đối hợp vô hướng

(scalar) nếu nó thỏa Điều kiện (C5): xx⋆ ∈ Z(R) với mọi x ∈ R.

Mối quan hệ giữa các điều kiện trên được thể hiện như sau:

(C5) ⇒ (C4) ⇒ (C1) ⇒ (C2) và (C3).

Câu hỏi đặt ra là trong trường hợp nào thì các điều kiện trên tương

đương? Trong một chuỗi các bài báo của mình, Chacron đã nghiên cứu

về vấn đề này. Cụ thể, chúng tôi nhắc lại một số kết quả dưới đây.

Định lý 2.3.7 ([11, Theorem 2.3]). Nếu A là một vành nửa nguyên tố

và có phép đối hợp ⋆ thì các điều kiện (C1), (C4), (C5) là tương đương.

Định lý 2.3.8 ([12, Theorem 4.7]). Nếu A là một vành nửa nguyên tố

và có phép đối hợp ⋆ thỏa một đồng nhất thức đa thức thì các điều kiện

(C1), (C2) và (C3) là tương đương.
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Chương 3. Các nhóm con nhân trong vành có

phép đối hợp

Trong chương này, chúng tôi có một số kết quả đầu tiên liên quan

đến mở rộng của Định lý phân chia (dichotomy theorem) trong vành

chia.

Bổ đề dưới đây mở rộng một kết quả của Herstein trong [26].

Bổ đề 3.1.1. Cho D là một vành chia có phép đối hợp ⋆ và G là một

nhóm con á chuẩn tắc không nằm trong tâm của D×. Giả sử A là một

vành chia con của D và H là một tập con không nằm trong tâm của

D× thỏa một trong các điều kiện sau:

(1) xHx−1 ⊆ H với mọi x ∈ G.

(2) xHx⋆ ⊆ H với mọi x ∈ G và 1 ∈ H.

Khi đó, nếu A là H-bất biến thì A ⊆ Z(D) hoặc A = D.

Áp dụng Bổ đề 3.1.1, ta thu được kết quả dưới đây:

Định lý 3.1.2. Cho D là một vành chia có phép đối hợp ⋆ và A là một

vành chia con của D. Giả sử G là một nhóm con á chuẩn tắc không

nằm trong tâm của D và G là ⋆-bất biến. Khi đó:

(1) Nếu NG không nằm trong tâm và A là NG-bất biến thì A ⊆ Z(D)

hoặc A = D.

(2) Nếu G+ không nằm trong tâm và A là G+-bất biến thì A ⊆ Z(D)

hoặc A = D.
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Hệ quả 3.1.3. Cho D là một vành chia có phép đối hợp ⋆. Giả sử G là

một nhóm con á chuẩn tắc không nằm trong tâm của D và G là ⋆-bất

biến. Khi đó:

(1) Nếu NG giao hoán thì NG ⊆ Z(D).

(2) Nếu NG không giao hoán thì D là vành chia sinh bởi NG.

Từ Định lý 3.1.2, ta có một mở rộng cho kết quả trong [25, Lemma

6.4.1] đối với trường hợp R là vành chia.

Mệnh đề 3.1.4. Cho D là một vành chia có phép đối hợp ⋆. Giả sử

G là một nhóm con á chuẩn tắc của D× sao cho NG không nằm trong

tâm của D và G là ⋆-bất biến. Nếu A là một vành chia con của D sao

cho xAx⋆ ⊆ A với mọi x ∈ G thì A = D.

Lưu ý rằng kết quả này không còn đúng nếu thay “vành chia con”

bởi “vành con”. Tuy nhiên, kết quả sẽ đúng trong trường hợp D là một

vành chia đại số trên tâm.

Hệ quả 3.1.5. Cho D là một vành chia có phép đối hợp ⋆. Giả sử G là

một nhóm con á chuẩn tắc của D× sao cho NG không nằm trong tâm

của D và G là ⋆-bất biến. Nếu D đại số trên tâm và A là một vành

con của D thực sự chứa Z(D) sao cho xAx⋆ ⊆ A với mọi x ∈ G thì

A = D.

Để minh họa cho việc kết quả trên không còn đúng nếu thay “vành

chia con” bởi “vành con”, chúng tôi xây dựng D dựa trên cấu trúc vành

chia Mal’cev-Neumann.

Định lý 3.1.9.Vành chia Mal’cev-Neumann K((H)) của nhóm Heisen-

berg H trên vành chia K là

K((H)) =
{ ∑

k≥u,m≥v,n≥w

ak,m,nλ
kymxn | ak,m,n ∈ K,u, v, w ∈ Z

}
.
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Đồng thời, chúng tôi cũng xây dựng một phép đối hợp trên K((H))

và một vành con A của K((H)) như sau:

Với mọi
∑

k≥u,m≥v,n≥w

ak,m,nλ
kymxn ∈ K((H)), trong đó u, v, w ∈ Z,

ta định nghĩa:( ∑
k≥u,m≥v,n≥w

ak,m,nλ
kymxn

)⋆
=

∑
k≥u,n≥w,m≥v

ak,m,nλ
kynxm.

Dễ dàng kiểm tra ⋆ là một phép đối hợp trên K((H)).

Đặt

A =
{ ∑

k≥u,m≥0,n≥0

ak,m,nλ
kymxn ∈ K((H)) | ak,m,n ∈ K và u ∈ Z

}
.

Ta có kết quả sau đây:

Mệnh đề 3.1.10. Cho tập hợp A được định nghĩa như trên. Khi đó,

(1) A là vành con thực sự và ⋆-bất biến của K((H)).

(2) Nhóm nhân A× của A là nhóm con chuẩn tắc không giao hoán,

⋆-bất biến của K((H))×.

Rõ ràng, vành con A trong Mệnh đề 3.1.10 là một phản ví dụ cho

Hệ quả 3.1.5 nếu D không phải là vành chia đại số trên tâm.

Tiếp theo, với char(D) ̸= 2 chúng tôi chứng minh kết quả tương tự

Hệ quả 3.1.3 cho các tập TG và NG, trong đó G là một nhóm con chuẩn

tắc của D× mà không cần thiết G là ⋆-bất biến. Hơn nữa, ta có thể chỉ

ra rằng [D : F ] ≤ 4.

Định lý 3.3.3. Cho D là một vành chia tâm F và có phép đối hợp ⋆.

Giả sử tâm F vô hạn, char(D) ̸= 2 và G là một nhóm con chuẩn tắc

không nằm trong tâm của D. Nếu S là tập TG hoặc NG và S giao hoán

thì S ⊆ F và [D : F ] = 4. Hơn nữa, ⋆ là phép đối hợp loại symplectic.
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Trong trường hợp D là vành chia đặc trưng 2, để nhận được kết quả

tương tự, ta cần giả sử rằng hợp của tập NG ∪ TG giao hoán.

Định lý 3.3.5. Cho D là một vành chia tâm F và có phép đối hợp ⋆.

Giả sử G là một nhóm con chuẩn tắc không nằm trong tâm của D và

S = TG ∪ NG. Nếu S giao hoán thì [D : F ] = 4 và ⋆ là phép đối hợp

loại symplectic.

Cuối cùng, chúng tôi nghiên cứu vấn đề tương tự như mục trước

nhưng đối với lớp vành artin và lớp vành nửa nguyên thủy.

Định lý 3.4.1. Cho R là một vành đơn artin tâm F và có phép đối

hợp ⋆. Giả sử G là một nhóm con chuẩn tắc không nằm trong F và

S = TG ∪NG. Nếu S nằm trong F thì R là vành chia chỉ số 2 hoặc R

đẳng cấu với vành ma trận M2(F ) và ⋆ là phép đối hợp loại symplectic.

Định lý 3.4.4. Cho F là một trường và R là một F -đại số. Giả sử ⋆

là một phép đối hợp trên R và tập hợp các vết và chuẩn của R× nằm

trong F . Khi đó, ta có các khẳng định sau:

(1) Nếu R là một vành nửa nguyên thủy và đại số trên F thì R là

tích trực tiếp con của các vành chia chỉ số 2 và đại số ma trận

cấp ≤ 2.

(2) Nếu R là một vành artin thì R là tích trực tiếp hữu hạn của các

vành chia chỉ số 2 và đại số ma trận cấp ≤ 2 trên trường.
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Chương 4. Các phần tử đối xứng trong vành

chia có phép đối hợp

Trong chương này chúng ta sẽ khảo sát cấu trúc của D dưới tác

động của những điều kiện được áp đặt lên một tập con nào đó trong

tập hợp tất cả các phần tử đối xứng của D.

Ta biết rằng nếu B là một vành con của vành A với phép đối hợp ⋆

thì hạn chế của ⋆ lên B không nhất thiết là một phép đối hợp trên B.

Ở đây, chúng tôi sẽ đưa ra một số điều kiện để hạn chế của phép đối

hợp lên một vành con cũng là một phép đối hợp trên vành con đó.

Bổ đề 4.1.6. Cho A là một vành tâm Z, có phép đối hợp ⋆ và G là

một nhóm con của A×. Giả sử Z[G] là vành con của A được sinh ra

bởi G trên Z. Nếu TG ⊆ Z thì hạn chế của ⋆ trên Z[G] là một phép

đối hợp symplectic trên Z[G].

Định lý sau đây đưa ra một số điều kiện tương đương đối với một

vành chia D với phép đối hợp. Đây cũng là kết quả chính trong chương

này.

Định lý 4.2.8. Cho D là một vành chia tâm F và có phép đối hợp ⋆.

Nếu G là một nhóm con á chuẩn tắc không nằm trong tâm của D× thì

các điều kiện dưới đây là tương đương:

(1) TG ⊆ F .

(2) TD ⊆ F .

(3) ND ⊆ F .
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(4) NG ⊆ F .

Hơn nữa, nếu một trong các điều kiện trên thỏa thì D là một vành chia

quaternion trên F , nghĩa là [D : F ] = 4.
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Chương 5. Kết luận

Trong luận án này, chúng tôi đã thực hiện một số nghiên cứu liên

quan đến tập hợp các phần tử đối xứng của nhóm con trong vành chia

có phép đối hợp. Các kết quả chính của luận án đã kế thừa và phát

triển một số vấn đề đã được nghiên cứu trước đó, đồng thời mô tả cấu

trúc của một số lớp vành khi một tập con của tập các phần tử đối xứng

thỏa tính chất nào đó. Cụ thể:

1. Định lý 3.1.2 mở rộng kết quả [26, Theorem] của Herstein, trong

đó tập hợp D×
+ được thay thế bằng tập hợp G+.

2. Định lý 3.3.3 đã mô tả cấu trúc của vành chia D khi một tập con

được xác định bởi phép đối hợp trên vành chia thỏa tính chất nào đó.

Cụ thể, cho D là một vành chia tâm F và có phép đối hợp ⋆. Giả sử

tâm F vô hạn, char(D) ̸= 2 và G là một nhóm con chuẩn tắc không

nằm trong tâm của D×. Nếu S là tập TG hoặc NG và S giao hoán thì

S ⊆ F và [D : F ] = 4. Hơn nữa, khi đó phép đối hợp ⋆ là phép đối hợp

loại symplectic.

3. Định lý 3.3.5 là kết quả tổng quát của Định lý 3.3.3 trong trường

hợp D là vành có đặc trưng bất kì.

4. Định lý 3.4.1 đã mô tả cấu trúc của vành đơn artin có phép đối

hợp khi một tập con được xác định bởi phép đối hợp trên vành đơn

artin thỏa một tính chất nào đó. Cụ thể, cho R là một vành đơn artin

tâm F và có phép đối hợp ⋆. Giả sử G là một nhóm con chuẩn tắc

không nằm trong tâm của R× và S = TG ∪ NG. Nếu S ⊆ F thì R là

vành chia chỉ số 2 hoặc R đẳng cấu với vành ma trận M2(F ) và ⋆ là
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phép đối hợp symplectic thông thường.

5. Định lý 3.4.4 đã mô tả cấu trúc của vành nửa nguyên thủy và cấu

trúc của vành artin có phép đối hợp khi một tập con được xác định bởi

phép đối hợp trên nó thỏa một tính chất nào đó.

6. Định lý 4.2.8 là một kết quả khá mạnh, mở rộng một số kết quả

trước đó trong trường hợp vành chia có phép đối hợp. Cho D là vành

chia tâm F có phép đối hợp. Năm 2016, Chacron [11] đã chứng minh

các điều kiện tương đương sau:

TD ⊆ F ⇔ ND ⊆ F.

Định lý 4.2.8 khi xét G là nhóm con á chuẩn tắc bất kỳ không nằm

trong tâm của D× đã bổ sung thêm những điều kiện rất mạnh. Cụ thể

như sau:

TG ⊆ F ⇔ TD ⊆ F ⇔ ND ⊆ F ⇔ NG ⊆ F.

Định lý 4.2.8 cũng là một mở rộng rất mạnh kết quả của Định lý

3.3.5 trong luận án này đối với trường hợp vành chia. Trong khi Định

lý 3.3.5 yêu cầu điều kiện TG ∪ NG ⊆ F , thì để nhận được cùng kết

quả, Định lý 4.2.8 chỉ yêu cầu TG ⊆ F hoặc NG ⊆ F là đủ.

Hướng nghiên cứu tiếp theo chúng ta có thể nghĩ tới là nghiên cứu

về sự ảnh hưởng của tập con được xác định bởi phép đối hợp trên vành

(chẳng hạn như tâp hợp các phần tử đơn nhất, . . . ) tới cấu trúc của

vành. Ngoài ra, ta cũng có thể mở rộng hướng nghiên cứu đối với phép

đối hợp loại 2, đồng thời nghiên cứu về phép đối hợp trên các lớp vành

khác.
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