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CHUONG 1. M3 DAU

Déi tugng nghién cttu chinh ctia luan an 1a cic 16p vanh dudc trang
bi phép déi hop. Cu thé, chiing t6i xem xét tap hop cac phan tit déi
xttng thod tinh chat ndo d6 thi c6 &nh huéng nhu thé ndo dén ciu tric
cua vanh.

Cho R 1a mot vanh c¢6 tam Z(R). Mot phép doi hgp trén R 1a mot
anh xa x : R — R,z — x*, thod cac diéu kien (x+y)* = z*+y*, (z*)* =
x va (xy)* = y*z* v6i moi x,y € R. Néu z* = x véi moi z € Z(R) thi
ta no6i x 1a phép ddi hop loai 1; ngudc lai, phép déi hop x duge goi 1a
phép doi hgp loai 2. Trong toan bo luan an, ching toi luon gia sit rang
* 1 phép dbi hop loai 1.

Véi mdi phan t& 2 € R, néu z* = z thi ta néi ring x 14 phan
ti doi ziing. Cac phan tit x + 2* v xz* 1lan lugt dude goi 1a vét va
chudn ctia z. R6 rang, vét va chuan clia « 1a cac phan ti ddi xing. Néu
¥z =1 = zz* thi ta néi x la mot phan t& don nhat (unitary element).
Mot s6 tinh chat va tng dung quan trong ciia cac phan tit don nhat
duge trinh bay chi tiét trong [14] va [41]. Nhimg két qué co ban cia
vanh c¢6 phép déi hop c6 thé tham khio trong [25].

Trén co sé nghién cttu tap hgp cac phan tit ddi xing trong vanh
c6 phép doéi hop, Herstein, Montgomery va Chacron da nghién cttu tap
hgp cdc phan tit doi xting cén trén tam trong [10, 24 27, [38]. Trong
khi d6, Giambruno va mdt vai tac gid khac da nghién cttu vanh ma céc
phan ti ddi xtng ctia n6 thoad mot vai diéu kién dai s trong [3, 4] 20].

Ciing lien quan dén chti dé nay, c6 nhitng nghién cttu vé tac dong ciia



tinh dai s6 clia tap hgp cac phan ti ddi xitng trong mot F-dai sd R ¢6
phép déi hop (véi F 1a mot truong) len tinh dai s6 ctia toan bo R. Vi
du, trong [37], Montgomery chiing minh dugc ring moi phan ti cia R
déu 1 phan t dai s6 trén F khi F' 1a truong vo han khong dém dugc
va cic phan tit d6i xitng clia R 1a dai s6 trén F. Dé minh hoa thém, xin
nhic lai mot két qua trong [29, Theorem 7], khi Jacobson chiing minh
duge rang néu D 1a mot vanh chia dai s6 bac bi chan trén tam F cla
no; tiic 14, néu ton tai mot s6 nguyén duong d sao cho [F(a) : F] < d
v6i moi a € D* = D\{0}, thi D la vanh chia hitu han chiéu trén tam.
Sau Jacobson, ngudi ta quan tam dén viec danh gia s6 chiéu [D : F.
Gia stt K 14 mot truong con bat ki ctia D khong nhat thiét nam trong
F. Tt viec nghién cttu tinh dai s6 mot phia ctia D trén K, mot vai tac
gid da dat dugc cac két qua gitup danh gia duge sb6 chiéu ctia D trén
F. Chang han, trong [6, Theorem 1.3], cAc tac gid chi ra ring néu D
I3 vanh chia dai s6 trai bac bi chin bdi d tren K thi [D : F] < d°.
Gan day, trong [8, Theorem 4.1], cac tac gia da ching minh dugce ring
néu D la vanh chia tam F, N 14 mot nhém con chuan tic khong nim
trong F' vA N dai s6 bac bi chin béi d trén F thi [D: F] < d*. Bay
gid, ching ta gid sit vanh chia D c6 phép ddi hop . That thd vi khi
biét diéu gi sé x4y ra néu ta thay gia thiét doi véi N béi gia thiét N
la dai s6 trai bac bi chin béi d tréen K. Trong [43, Theorem 3|, tac gia
da chitng minh duge rang néu F vo han va D, dai s6 phai bac bi chin
bdi d trén mot truong con K ciia D chita F' thi [D : F] < 49,

Mot cau hoi téng quat hon duge dit ra 1a néu mot tap con duge
xac dinh béi phép dbi hop trén vanh R (chdng han, tap hop cic phan
tit d6i xitng) thoa tinh chat ndo dé thi né dnh hudng nhu thé nao téi

ciu trac vanh R?



Luan an sé tap trung trinh bay cac két qua lien quan dén cau hoi
nay.

No6i dung chinh ctia ludn 4n dugc chia lam nam chuwong. Trong
Chuong 1 chiing t6i trinh bay téng quan huéng nghién ciu ciia luan
an. Muc dich ctia chuong nay la trinh bay so luge lich st nghién ciu
lien quan va phat biéu céc két qua chinh ciia luan an. Chuong 2 néu
cac khai niem co ban va liet ke mot s6 két qua ma ching toi sé sit dung
trong cac chuong sau. Muyc dich ctia Chuong 2 1a tao diéu kién dé dang
cho ngudi doc theo déi nhitng trich dan clia chiing toi vé cac két qua da
dugc cac tic gid cong bd trong nhiéu bai bdo hoic sach chuyeén khao
khéac nhau. Chuong 3 mé ta cau tric clia cic 16p vanh c¢6 phép dbi hgp
khi vét vi chudn ctia nhém con chuan tic thod mot sé didu kien. O
Chuong 4, luan an trinh bay cic van dé lien quan dén cac diéu kién
giao hodn, dieu kién Engel, dieu kien Engel dia phuong, diéu kién giao
hodn lug thita, dieu kién giao hodn lug thita dia phuong, symplectic, vo
hudng va mobi quan hé gitta ching trong cac 16p vanh. Dic biét, trong
chuong nay, ching t6i mo ta cau tric clia vanh chia khi né duge trang
bi mot phép dbi hop symplectic.

Phan Két luan ciia luan an néu tém tat cac két qua ma luan an da
thu duge va dé xuat mot s6 hudng nghién citu tiép theo.

Dé tien theo déi va dbi chiéu véi luan an, trong quyén tém tit nay,
chiing toi danh s cac phat biéu (Dinh nghia, Ménh dé, Bé dé, Dinh

1y, Nhan xét, He qud) giong nhu trong luan 4n.



CHUONG 2. KIEN THUC CHUAN BI

Chiing toi trinh bay céc khai niém lién quan dén cac diéu kién giao

hodn, dieu kién Engel, diéu kién Engel dia phuong, diéu kién giao hodn
lugj thata, diéu kién giao hodn lug thita dia phuong, symplectic, vo hudng
va moi quan hé giita ching trong cac 16p vanh c6 phép ddi hop. Trong
cac dinh nghia dudi day, R dugc gid thiét 1a vanh c6 phép d6i hgp « va
Z(R) la tam cta R.
Dinh nghia 2.3.1. Ta néi x thod diéu kién giao hodn (commuting
condition), ma ta ki hiéu la Dieu kien (C1), néu x*x = xx* vdi moi
z € R.

V6i N 1a s6 tu nhién, ta dinh nghia bang quy nap phan tit [2*, z] N

nhu sau:
[z%, x], = [z%, 2] = 2*x—xax™; 2%, 2]y = [2%, 2, 2] = [[x*,:c]N_l ,x} .

Dinh nghia 2.3.2. Ta néi x thod diéu kien Engel dia phuong (local
Engel condition), ma ta ki hiéu la Diéu kién (C2), néu vdi méi x € R,
ton tai mot so nguyén duong N phu thudc vao x sao cho [z*,z]y = 0.
Dinh nghia 2.3.3. Phép doi hop x dudc goi la thod dieu kién giao
hodn lug thia dia phuong (locally power commuting condition), ma ta
ki hieu la Dieu kién (C3), néu moi x € R, ton tai mot so nguyén duong
N phu thudc vio x sao cho [m*,:pN] =0.

Dinh nghia 2.3.4. Phép doi hop * dudc goi la phép doi hop symplectic
néu né théa Diéu kien (C4): x + x* € Z(R) vdi moi x € R.

Nhan xét 2.3.5. Cho F' la mot truong va R = Ma(F). Anh zax: R —



R cho boi @b = a b la mot phép doi hop. R6 rang, phép
c d —c a

doi hap nay la mot phép doi hop symplectic. Phép doi hop nay con dugc

goi la phép doi hop symplectic thong thuong (ordinary symplectic).

Dinh nghia 2.3.6. Phép doi hop « dugc goi la phép doi hop vo hudng

(scalar) néu né théa Diéu kién (C5): zx* € Z(R) vdi moi x € R.

Mbi quan hé giita cac diéu kien trén dugc thé hien nhu sau:
(C5) = (C4) = (C1) = (C2) va (C3).

Cau hoéi dat ra 1a trong truong hgp nao thi cac diéu kién trén tuong
duong? Trong mot chudi cac bai bao cia minh, Chacron da nghién citu
vé van dé nay. Cu thé, ching toi nhic lai mot s6 két qua dudi day.
Dinh 1y 2.3.7 ([I1, Theorem 2.3]). Néu A la mot vanh niia nguyén to
va ¢6 phép doi hgp x thi cdc diéu kien (C1), (C4), (C5) la tuong duong.
Dinh 1y 2.3.8 ([12, Theorem 4.7]). Néu A la mot vanh nia nguyén to
va c6 phép doi hop x théa mot dong nhat thic da thitc thi cdc diéu kién
(C1), (C2) va (C3) la tuong duong.



CHUONG 3. CAc NHOM CON NHAN TRONG VANH CO
PHEP DOI HOP

Trong chuong nay, ching t6i c6 mot sd két qua dau tién lién quan
dén mé rong ctia Dinh ly phan chia (dichotomy theorem) trong vanh
chia.

B6 dé dudi day md rong mot két qua ctia Herstein trong [26].

Bo6 dé 3.1.1. Cho D la mot vanh chia ¢6 phép déi hop * va G la mot
nhém con d chudn tic khong ndm trong tam cia D*. Gid st A la mot
vanh chia con cia D va H la mot tap con khong nam trong tam ciia

D* théa mot trong cac dieu kién sau:
(1) xHx=! C H vdi moi x € G.
(2) xHx* C H véi moix € Gvale H.

Khi dé, néu A la H-bat bién thy A C Z(D) hoic A = D.

Ap dung B dé 3.1.1, ta thu dugc két qua dusi day:
Dinh 1y 3.1.2. Cho D la mot vanh chia cé phép doi hgp x va A la mot
vanh chia con cia D. Gid st G la mot nhém con @ chudn tdic khong

ndam trong tam cia D va G la x-bat bién. Khi do:

(1) Néu N¢ khong ndm trong tam va A la Ng-bat bién thh A C Z(D)
hodc A= D.

(2) Néu G khong nam trong tam va A la G4.-bat bién thy A C Z(D)
hodc A = D.



Hé qua 3.1.3. Cho D la mot vanh chia cé phép doi hop . Gid st G la
mot nhém con d chudan tic khong nam trong tam cia D va G la -bat

bién. Khi dé:
(1) Néu N¢g giao hodn thy Ng C Z(D).
(2) Néu N¢ khong giao hodn thi D la vanh chia sinh bdi Ng.

Tu Dinh 1y 3.1.2, ta ¢c6 mot md rong cho két qua trong [25, Lemma

6.4.1] d6i véi truong hop R 1a vanh chia.
Ménh dé 3.1.4. Cho D la mot vanh chia cé phép doi hop . Gid st
G la mot nhém con & chuan tic cia D* sao cho Ng khong nam trong
tam cia D va G la x-bat bién. Néu A la mot vanh chia con cia D sao
cho xAxz* C A vdi moix € G thi A= D.

Luu v rang két qua nay khong con ding néu thay “vanh chia con”

bdi “vanh con”. Tuy nhién, két qua sé ding trong truong hop D 1a mot
vanh chia dai s trén tam.
Hé qua 3.1.5. Cho D la mot vanh chia cé phép doi hop . Gid st G la
mot nhém con @ chuan tdc cia D* sao cho Ng khong ndm trong tam
ctia D va G la %x-bat bién. Néu D dai sé trén tam va A la mot vanh
con cta D thuc sy chia Z(D) sao cho zAx* C A vdi moi x € G thi
A=D.

Dé minh hoa cho viéc két qua trén khong con ding néu thay “vanh
chia con” béi “vanh con”, ching t6i xay dung D dua trén cau tric vanh
chia Mal’cev-Neumann.

Dinh 1y 3.1.9. Vanh chia Mal’cev-Neumann K ((H)) ctia nhom Heisen-
berg H trén vanh chia K la

K((H)) = { Z ahm’n)\kymx" | akmn € K, u,v,w € Z}.

k>um>v,n>w



Dong thoi, chiing toi ciing xay dung mot phép ddi hgp tren K ((H))
va mot vanh con A cia K((H)) nhu sau:

V6i moi > ak’m’n)\kymx” € K((H)), trong d6 u,v,w € Z,

k>um>vn>w

ta dinh nghia:

*
(2 amadrme) = Y agmadyen

k>um>v,n>w k>u,n>w,m>v
Dé dang kiém tra « 13 mot phép déi hop tren K ((H)).
bat

A= { Z ak’m,n)\kymx" € K((H)) | agmn € K vau € Z}.

k>u,m>0,n>0

Ta c6 két qua sau day:

Meénh dé 3.1.10. Cho tap hop A duge dinh nghia nhu trén. Khi do,
(1) A la vanh con thuc su va x-bat bién cia K((H)).

(2) Nhom nhan A* cia A la nhém con chudn tic khong giao hodn,

x-bat bién cia K((H))*.

RO rang, vanh con A trong Ménh dé 3.1.10 14 mot phan vi du cho
Heé qua 3.1.5 néu D khong phai 13 vanh chia dai s6 trén tam.

Tiép theo, v6i char(D) # 2 chung to6i chiing minh két qua tuong tu
Hé qua 3.1.3 cho cac tap Tg va Ng, trong dé G 14 mot nhom con chuan
tac ctia DX ma khong can thiét G 1a x-bat bién. Hon nita, ta c6 thé chi
ra rang [D : F| < 4.

Dinh 1y 3.3.3. Cho D la mot vanh chia tam F va cé phép doi hop x.
Gid st tam F vo han, char(D) # 2 va G la mot nhom con chuan tic
khong nam trong tam cia D. Néu S la tap Tq hodc Ng va S giao hodn

thy S C F va [D : F) = 4. Hon nita, x la phép doi hop logi symplectic.



Trong trudng hop D 1a vanh chia dic trung 2, dé nhan duge két qua
tuong ty, ta can gia st rang hop clia tap Ng U T giao hoan.
Dinh 1y 3.3.5. Cho D la mot vanh chia tam F va cé phép doi hop x.
Gid st G 1o mot nhém con chuan tac khong nam trong tam cia D va
S =Tg U Ng. Néu S giao hodn thi [D : F| = 4 va x la phép déi hgp
loai symplectic.

Cudi cung, ching to6i nghién cttu van dé tuong ty nhu muc trude
nhung déi v6i 16p vanh artin va 16p vanh nita nguyén thiy.
Dinh 1y 3.4.1. Cho R la mot vanh don artin tam F va cé phép doi
hop *. Gid st G la mot nhém con chudn tdc khong nam trong F va
S =TgUNg. Néu S nam trong F thi R la vanh chia chi so 2 hodc R
dang cau vdi vanh ma tran Ma(F) va x la phép doi hop logi symplectic.
Dinh 1y 3.4.4. Cho F la mot truong va R la mot F-dai s6. Gid st
la mot phép doi hop trén R va tap hop cdc vét va chuan cia R* ndm

trong F. Khi dé, ta cé cic khding dinh sau:

(1) Néu R la mot vanh nia nguyén thiy va dai so trén F thi R la
tich truc tiép con cia cdc vanh chia chi s6 2 va dai s6 ma tran

cap < 2.

(2) Néu R la mot vanh artin thy R la tich tryc tiép hitu han cia cdc

vanh chia chi s6 2 va dai s6 ma tran cap < 2 trén truong.

10



CHUONG 4. CAC PHAN TU DOI XUNG TRONG VANH
CHIA CO PHEP DOI HOP

Trong chuong nay ching ta sé khdo sat cau tric cia D duéi téc
dong clia nhitng diéu kién duge ap dat 1én mot tap con nao doé trong
tap hop tat ca cac phan ti doi xing ctia D.

Ta biét rang néu B 13 mot vanh con ctia vanh A vé6i phép déi hgp
thi han ché ctia  lén B khong nhét thiét 1a mot phép ddi hop tren B.
O day, ching toi sé dua ra mot sd didu kien dé han ché ctia phép déi
hop lén mot vanh con ciing 14 mot phép dbi hop trén vanh con dé.
B6 dé 4.1.6. Cho A la mot vanh tam Z, c¢6 phép déi hop « va G la
mot nhom con cia A*. Gid st Z|G] la vanh con cia A dugc sinh ra
bdi G trén Z. Néu Tg C Z thi han ché cia x trén Z|G] la mot phép
doi hop symplectic trén Z|G].

Dinh 1y sau day dua ra mot s6 diéu kién tuong duong doéi véi mot
vanh chia D vé6i phép déi hgp. Day ciing 1a két qua chinh trong chuong
nay.

Dinh 1y 4.2.8. Cho D la mét vanh chia tam F va cé phép doi hop x.
Néu G la mot nhém con & chuan tdc khong nam trong tam cia D* th

cac dieu kién dudi day la tuong duong:

11



(4) Ng C F.

Hon nita, néu mot trong cac diéu kién trén théa thi D la mot vanh chia

quaternion trén F', nghia la [D : F] = 4.

12



CHUONG 5. KET LUAN

Trong luan an nay, ching to6i da thuc hién mot sé nghién citu lién
quan dén tap hop cac phan tit déi xing clia nhém con trong vanh chia
c6 phép do6i hgp. Cac két qua chinh ctia luan an da ké thira va phéat
trién mot s6 van dé da dugce nghién ciu trude dé, dong thoi mo ta cau
tric clia mot s6 16p vanh khi mot tap con clia tap cac phan tit ddi xitng
théa tinh chat ndo d6. Cu thé:

1. Dinh 1y 3.1.2 md rong két qué [26, Theorem| ctia Herstein, trong
do tap hop D7 dugce thay thé bang tap hop G.

2. Dinh 1y 3.3.3 da mo ta cau tric ctia vanh chia D khi mot tap con
duge xac dinh béi phép doi hop trén vanh chia thoéa tinh chat nao do.
Cu thé, cho D 1a mot vanh chia tam F va c¢6 phép déi hop *. Gia st
tam F vo han, char(D) # 2 va G 1a mot nhém con chuan tic khong
niam trong tam ctia D*. Néu S 1a tap T hodc Ng va S giao hoan thi
S C Fva[D: F] = 4. Hon nita, khi d6 phép déi hap * 1a phép déi hop
loai symplectic.

3. Dinh 1y 3.3.5 1a két qua tong quat ctia Dinh 1y 3.3.3 trong trudng
hop D 1a vanh c6 dac trung bat ki.

4. Dinh 1y 3.4.1 da mo t4 cau tric cia vanh don artin c¢6 phép ddi
hop khi mot tap con duge xac dinh bséi phép ddi hgp trén vanh don
artin théa mot tinh chat nao d6. Cu thé, cho R 1a mot vanh don artin
tam F va c6 phép dbi hgp x. Gid st G 13 mot nhom con chuan tic
khong ndm trong tam ctia R* vd S = T U Ng. Néu S C F thi R 13

vanh chia chi 86 2 hogic R déng cau véi vanh ma tran Ma(F) va x la

13



phép déi hop symplectic thong thuong.

5. Dinh 1y 3.4.4 d4 mo ta cau tric ctia vanh nita nguyén thity va cau
tric clia vanh artin c6 phép ddi hgp khi mot tap con duge xac dinh béi
phép déi hop trén né théa mot tinh chat nao do.

6. Dinh 1y 4.2.8 13 mot két qua kha manh, mé rong mot s6 két qua
truée d6 trong truong hop vanh chia c6 phép déi hgp. Cho D 1a vanh
chia tam F' ¢6 phép dbi hgp. Nam 2016, Chacron [I1] da ching minh

cac dieu kién tuong duong sau:
Th CF << Np CF.

Dinh 1y 4.2.8 khi xét G 14 nhém con & chuan tic bat ky khong nim
trong tam ctia D> da b6 sung them nhitng diéu kien rat manh. Cu thé
nhu sau:

Te CFsITpCF& NpCF< NgCF.

Dinh 1y 4.2.8 ciing 1 mot md rong rat manh két qua ctia Dinh 1y
3.3.5 trong luan an nay déi v6i truong hop vanh chia. Trong khi Dinh
Iy 3.3.5 yéu cau diéu kien T U Ng C F, thi dé nhan dudc ciing két
qud, Dinh 1y 4.2.8 chi yéu cau Tg C F hoiac Ng C F 1a du.

Huéng nghién cttu tiép theo ching ta c6 thé nghi téi la nghién ctu
vé sit dnh hudéng ciia tap con duge xac dinh béi phép ddi hop trén vanh
(chang han nhu tap hop cac phan tit don nhat, ...) t6i cau tric clia
vanh. Ngoai ra, ta cling ¢6 thé md rong huéng nghién citu déi véi phép
dé6i hop loai 2, dong thsi nghién citu vé phép déi hop trén cac 16p vanh
khéc.

14
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